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CURSO DE CIRCUITOS ELETRICOS 

Volume 1 

1. Conceitos Basicos, Bipolos e Quadripolos 

2. Associates de Bipolos e Leis de Kirchhoff 

3. A Analise Nodal e suas Variantes; Analise de 
Malhas 

4. Redugao de Redes e Aplicagoes Tecnologicas 
de Redes Resistivas 


5. Estudo de Redes de Primeira Ordem 


6. Estudo de Redes de Segunda Ordem 


7. Introdugao a Transformagao de Laplace 


8. Transformagao de Laplace e Fungoes de Rede 
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ENGENHARIA informaqao 

ELETRICA ENERGIA 


A Engenharia Eletrica visa essencialmente 
prover 


materials, dispositivos 


RECURSOS 


processos fisicos e 

quimicos 


METODOS 


analise e sintese 


para promover: 

• Produgao 

• Transmissao 

• Distribuigao 

• Armazenagem 

• Transformagao 

• Processamento 


de ENERGIA e INFORMACAO 
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Engenharia Eletrica 

i 

Aplicat^oes praticas de fenomenos 

eletromagneticos 

Eletromagnetismo 


- Oersted 

1820 

- Gauss / Ampere 

~ 1825 

- Faraday - Henry 

1831 

- Siemens 

~ 1850 

- Maxwell 

1864 

- Hertz 

1888 

- Landell de Moura 

1894 

- Marconi 

1901 
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interagao de 
campos 


Restrigoes 


tensoes 

e 

correntes 
campos dentro 
de condutores 
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Eletromag x Circuitos 

Teoria Classica de Eletromagnetismo 

1 

Equates de Maxwell 

1 

Leis que relacionam campos eletricos e magneticos 

1 

grandezas vetoriais 

1 

Metodos de solugao complicados —-► aproximagoes 

Teoria Classica de Circuitos 

1 

Leis de Kirchhoff 

1 

Relagoes entre tensoes e correntes em elementos simples 

ideais: R L C 

1 

grandezas escalares 

1 

Metodos de solugao bem estabelecidos 
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Exemplos 

a) Rede de distribuigao de energia 
Eletrica: 60 Hz 

5 a harmonica: 300 Hz 


, c 3.10 8 in6 
A = — = - = 10 6 metros 

f 300 


Sistema contido em um raio de 10 km 

I 


Vale a Teoria dos Circuitos 
b) Receptor FM: 100 MHz 



3.10 8 

10 8 


3 metros 


A/4 = 0,75 m 

Dimensoes do circuito « 75 cm 
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TABELA DE UNIDADES 



SISTEMAS CONSISTENTES 

GRANDEZA 

S.I. 

A.F. 

R.F. 

U.H.F. 

Tensao 

V 

V 

Y 

V 

Corrente 

A 

ni A 

rnA 

m A 

Resistencia 

Q 

kQ 

kQ 

kQ 

Condutancia 

S 

mS 

mS 

mS 

Capacitancia 

F 

pF 

nF 

pF 

Indutancia 

H 

H 

mH 

pH 

Tempo 

s 

ms 

ps 

ns 

Freq. angular 

rad/s 

krad/s 

Mrad/s 

Grad/s 

Frequencia 

Hz 

kHz 

MHz 

GHz 


T 

Tera 

10 12 

G 

Giga 

10 9 

M 

Mega 

10 6 

k 

Quilo 

10 3 

m 

Mili 

10 3 

F 

Micro 

10 6 

n 

Nano 

10 9 

P 

Pico 

10 12 
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SISTEMAS DE UNIDADES CONSISTENTES 

GRANDEZA 

S.I. 

Audio 

FREQ. 

RADIO 

FREQ. 

Tempo 

seg 

mseg 

pseg 

Frequencia 

Hz 

kHz 

MHz 

Tensao 

V 

V 

V 

Corrente 

A 

mA 

mA 

Resistencia 

O 

kO 

kO 

Condutancia 

S 

mS 

mS 

Capacitancia 

F 

pF 

nF 

Indutancia 

H 

H 

mH 
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MODELAMENTO 


Lanterna: 


chave 



lampada 


pilhas 


mola 


capa 

Modelo : 



R* 

vwv-• 


+ 



vwv—• 

Ri 



VWV-•-M/V—• 

Ri R c 


Curso de Circuitos Eletricos, L.Q. Orsini e D. Consonni, Cap.l 






























r 


1 

[ s: 

INTES] 

E J 
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CIRCUITOS ELETRICOS I: 


CONCEITOS BASICOS : 

. CARGA ELETRICA q (t) : 

Multiplo inteiro de 1,602.10" 19 coulombs 

« CORRENTE ELETRICA ATRAVES DE 
UMA SUPERFICIE: 

- VALOR MEDIO: 



- VALOR INST ANT ANEO: 


i _ dq(t) AMPERES) 
dt 
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Carga eletrica 

• Conservativa 

• Quantizada 1,6.10" 19 C 

• Bipolar © © 

Atragao e Repulsao 

• Movel ou Fixa 


• Materials: 


Condutores 
S emi - condutores 
Isolantes 


Corrente Eletrica ( fisica ) 

• Condugao lampada incandescente 

• Convecgao ions em eletrolitos —» luz neon 

• Difusao semicondutores 

• Deslocamento dieletricos 

i(t) = dq/dt 


q(t) = r i(r)dr + q(t 0 ) 

*' t 0 
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CORRENTE ELETRICA 




-► 

Sentido de Referenda 


M3 

M3 


M3 

M3 


✓A 







AQ _ +Qi - Q 2 + Q 3 ~ Q 4 

At At 
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t 


Contfnua CC 

DC 





Alternativa CA 

AC 

Ex.: senoidal 
- Periodica, media 
nula num perfodo 


Nao-periodica 
Ex.: exponencial 


Pulsada 
Ex.: triangular 
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CONCEITO DE TENSAO ELETRICA 

(ddp) 

1 

-► 




p_ i < • ff^ft 



.. . 

’ V 

9 

% 

•# 


m 

i 

9 

4 

• 

- > 

9 

• 

O 



£V< 

9 




b) Analogia mecanica 


Curso de Circuitos Eletricos, L.Q. Orsini e D. Consonni, Cap.l 

























Curso de Circuitos Eletricos, L.Q. Orsini e D. Consonni, Cap.l 































Tensao Eletrica 


+ 


Q -Q 


+ 


Q 



+ + 


+ + + 
+ 

+ + + 


d 


v = 0 




E 1 v = Ed 


Q 



Polaridade 

de 

referencia 


+ *■ 


v = +Ed 


X- 


+ •- 


v = -Ed 


Q 


1-Q 

IFq 


vab = Va ■ v b jy A 

B t Referencia de Potencial 
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FONTES DE TENSAO 

• A 9 S 0 Qmmica Baterias, Pilhas 

• Magnetismo Geradores 

• Luz —> Fotoeletricidade Celula Solar 

• Calor —> Termo-eletricidade 

Par termoeletrico 

• Pressao Mecanica —> Piezoeletricidade 

Cristal piezoeletrico 

• Fricgao 
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A pilha inventada por Alessandro Volta 



Volta apresenta a 
Napoleao e a 
cientistas 

franceses sua grande 
invengao (1799) 



Disco de cobre 
Disco de zinco 
Disco de pano 
Disco de cobre 
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PILHA VOLTAIC A 

corrente de 



© ions de cobre 
© ions de zinco 
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Pilha Seca Alcalina 


Terminal 
positivo — 
ago laminado 


Eletrolito - 
hidroxido 
de potassio 


Catodo — 
dioxido de 
manganes e 
carbono 


Separador — 
fibra textil 
crua 


Arruela 

metalica" 



Cobertura - 


ago 


Filme plastico 
metalizado com o 
nome do fabricante 

Anodo — zinco 
pulverizado 

Coletor 
de corrente — 
latao 

Cobertura 
interior da 
pilha — ago 

Vedagao —nylon 


Terminal 
negativo — 
ago laminado 


Re forgo metalico 


Rebite de latao 


Celulas Primarias 


[7,2 Ah] 
(0-1 A) 



[16,0 Ah] 
(0-1 A) 


Capacidade 

Corrente 

contlnua 



1,5 V 
celula 


Transistor 

9V 




1,5 V 
Celula 
“C” 


[1,1 Ah] [2,5 Ah] [520 mAh] 
(0-300 mA) (0-500 mA) (0-250 mA) 



6 V 

Lantema 


[22,0 Ah] 
(0-1,5 A) 


Capacidade 

Corrente 


(b) 


contlnua 
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BIPOLOS ELETRICOS 


- SIMBOLOS: 



4- •- 1 4- •- 

B B 

- PROPRIEDADES: 


i(t) = i’(t), Vt 

v M = v A (t) - v b( 0 ’ Vt 
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( CAMPO POTENCIAL) 


AMPERIMETRO 



VOLTIMETRO 
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IMPORTANTE: 



AS FLECHAS DE REFERENCIA 
DE TENSAO E DE CORRENTE 

SAO - 


- REGRAS PARA LIGAR 
VOLTIMETROS E AMPERI - 
METROS AO CIRCUITO ! 
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TENSflO F' FTRifift ( MTRE OS 
TERMINUS BE UM RIPOIO 



(VOLTS) 


- E MEDIDA PELOS VOLTIMETROS 
-POTENCIA INSTANTANEA: 

p(t) = v(t). i(t) ( WATTS ) 

- PARA SABER SE A POTENCIA 
ESTA SENDO RECEBIDA OU 
FORNECIDA E PRECISO FIXAR 

CONVENgOES ! 
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SENTIDOS DE REFERENCIA 
NOS BIPOLOS 


Conven^ao do Receptor (SPICE) 



y 




O 


O * 


Conven^ao do Gerador 



y 




O 


O 
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- CONVENEAO DO GERADOR: 

v.i > 0 -► BIPOLO FORNECE 

POTENCIA 

- CONYENgAO DO RECEPTOR: 

v.i > 0 -► BIPOLO RECEBE 

POTENCIA 


Curso de Circuitos Eletricos, L.Q. Orsini e D. Consonni, Cap.l 










m 

□ 



(WATTS) 


CONVENEAO DE NOTA^AO: 

-LETRAS MINUSCULAS PARA 
FUN^OES DO TEMPO. 

- LETRAS MAIUSCULAS PARA 
GRANDEZAS INDEPENDENTES 
DO TEMPO. 


- CASO DE v E i PERIODICOS 
COM PERIODO T : 
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>Kt,to) = fp(^.dr = 



(JOULES) 


UNIDADE PRATICA DE ENERGIA: 
- QUILOWATT-HORA (kWh) 

1 kWh = 3,6.10 6 J 

-MEDIDOR DE ENERGIA: 
CALCULA 
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ALGUNS VALORES NUMERICOS 

CARGA ELETRICA 

• Carga em uma celula DRAM (quando o bit 1 e 

armazenado) 50 fcoulomb 

• Carga em um capacitor de potencia 5 mcoulomb 

• Carga em um raio 3000 coulomb 

CORRENTE ELETRICA 

• Corrente de fuga em transistores de CIs fA 

• Corrente de sinais em transistores de CIs jiA-mA 

• Limite de corrente suportada pelo corpo humano 

-10mA 

• Correntes de alimentagao em CIs lOOmA-lOA 

• LED lOmA-IOOmA 

• Lampadas e eletrodomesticos pequenos 1A-10A 

• Limite de Corrente residencial 20A 

• Rede de distribuigao residencial 100 A 

• Rede de distribuigao comercial ou industrial 1000A 
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ALGUNS VALORES NUMERICOS 

TENSAO ELETRICA 


• Sinai em uma antena 

1|iV 

• Sinai em um microfone (fonte nao-ruidosa) 

1|LlV 

• Sinai de audio (CD player) 

lOOmV 

• Tensao de alimentagao de um Cl 

1,8V a 12V 

• Bateria de carro 

12V 

• Rede de distribuigao residencial 

lOkV 

• Monitor a cores 

lOkV 

• Sistema de transmissao de potencia 

lOOkV 

POTENCIA 


• Sinai em um microfone (fonte nao-ruidosa) 

pW 

• CIs |nW a varios W 

• Lampada residencial 

100W 

• Aquecedor eletrico 

IkW 

• Maximo consumo residencial 

25 kW 

• Sistema de som em show de rock 

50 kW 

• Central transmissora de radio 

lOOkW 

• Sistema de iluminagao de show de rock 

250kW 

• Usina de geragao de energia eletrica 

1GW 
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! IPIUS ElMEKimS 



r 

RESISTORES 


PASSIVOS 

CAPACITORES 



INDUTORES 

k. 

< 

GERADORES DE TENSAO 

ATIVOS \ 

GERADORES DE CORRENTE 

V 

k. 


CLASSIFICAQAO QUANTO A 
RELAQAO CORRENTE-TENSAO: 


- LINEARES 

- NAO LINEARES 
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p = vi = Ri 2 = Gv 2 = — 

R 



2 - Linear Variavel 

v(t) = R(t) i (t) 

reostato —► controle 
de corrente 



o 



potenciometro —► 
controle de tensao 


3 - Nao-linear 
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George Simon Ohm 

• Alemao (Erlangen, 1789; 
Colonia, 1854) 

• Fisico e Matematico 

• Professor de Fisica, Univ. 
de Colonia 

• 1827 Lei de Ohm 
(empirica) 22 anos para 
ser reconhecida 

• Pesquisas nas areas de 
fisica molecular, acustica 
e comunicacao 
telegrafica 





Magnifying 
glass to 
detect swing of 
the needle 


Cups of mercury 
into which ends of 
resistor are dipped 


Suspension 


OHM'S APPARATUS 
To test his theory. Ohm used a 
thermocouple (below), which 
produced a small voltage when there 
was a temperature difference between 
the junctions of two metals (pp. 52-53). 
To measure the current through the 
wire under test, he used a torsion 
balance similar to the one used by 
Coulomb (p. 11). In this reconstruction 
of his apparatus, he measured the 
deflection of the magnetized needle. 

Magnetized needle turned 
by current in copper bar 


Cold junction of thermocouple 


Hot junction of 


Aparato Experimental usado por Ohm 
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v = r (i) 
Controlado por 
corrente 


i = g(v) 
Controlado por 
tensao 


Ex: Diodo ideal 



▲ i 



curto 

aberto 

— 


v 


Diodo real: i = g(v) = I s ( e^ v - 1) 
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1 - Carvao 


Valor 

Potencia maxima 1/8 1/4 1/2 

1 2 watts 


Tolerancia 10 % 5 % 1% 

0,5 % 0,1 % 


Corrente maxima: 


Imax = 


Pmax 



Resistencia varia com 


r 


< 


V. 


Tensao 
F requencia 
Umidade 
Temperatura 


2-Fio 

Potencias mais elevadas 


Modelo: .— mp - Mr— 


3 - Filme Metalico: Circuitos integrados 
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q(t) = C(v) 

1- Linear , Fixo —> Ideal 




2 - Linear, Variavel 

q (t) = C (t) v (t) 

dv(t) d C ( t ) 

i (t) = C (t) - + v (t) - 

d t d t 


3 - Nao - linear 

Ex.: q(t) = C ( v). v(t) 
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Garrafa de Leyden 



Universidade de Leyden (Holanda) 



1746 
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CAPAGITORES RIAIS 

Valores: (iF —> pF 

Especifica^oes: Ex.: 100nF/500V 

t 

tensao de ruptura 
do dieletrico 

Tipos: de acordo com o dieletrico 

• ceramica 

• mylar 

• poliestireno 

• eletrolitico 

• tantalo 

Modelo: 

? 

C == |g 
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ua 






i r 








fiD 

Ud 


T' 



mm 



ft 


\zJ 



i(t)| 



v« ( t ) v(t) 


i(t)| 

V ° / V(t) 


i = C 


dv 

dt 




v = — I idt + v 
C 


o 


V = — f idt - V 

C J 


0 


r¥\ 


v° lT l 

i(t) t 


Vo 



v(t) 


i(t) t 


i = - C 


dv 

dt 


-hi* 


v =-I idt + v 0 v =-I idt - v 0 
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“Nil 





cz 


■1 

r r 


D J 


Kj| 


J 

L ^ 

J J 





J J 



¥= L (i) 


1 - Linear , Fixo —> Ideal 


{ | V= L.i 



W 



2 -Linear, Variavel 

y/= L (t) i (t) 


V 



+ i(t) 


dL(t) 

dt 


3 - Nao-linear 

Ex.: 
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R 

u 




i(t) I 



[1 COIIVENQ 

i(t) 4 



io J 8)v(t) 


v = L 


di 

dt 



>o t i V(t) 


-irJ 


vdt + i 


o 


hi 


i = — vdt-i 


o 



io f j jv(t) 



i(t)t 


i 0 J ( jv(t) 

i(t) t 


v = - L 


di 

dt 


i= —- I vdt + i 


I 


0 


i = —I vdt-i 


J 


0 
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Carga eletrica Fluxo magnetico 
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FONTES DE ALIMENTAQAO AC/DC 

Tensao AC— ► Retificagao e Filtragem 
—*■ Tensao DC 



a) Terminals disponiveis 

b) Tensao positiva em relagao ao terra 

c) Tensao negativa em relagao ao terra 

d) Tensao flutuante 
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Aplicacao dos qeradores vinculados 

Transistor Bipolar 



P* {_ 



Estrutura Fisica 



C - Coletor 


Simbolo 


E - Emissor 



B 





i c = P i b 


Modelo em circuitos 
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0 

para 

t <0 






1 

V 

para 

t > 0 
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—ST 

1 m 

ate fe p*|i(! 

®@p 

1® 

u 

Pulso reta 
f(t) = E 

f(t)j 

E. 

ngular de duracao X 
[ H(t) - H (t - x) ] 


0 

x t 

Pulso senoidal 

f(t) = E m sir 

f \ 

.t . H(t) H 

v T J L 

T 

t 

2 JJ 


f(t)f 

E m . 

f\ 

► 

t 

of 

T/2 
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Fiincao co-senoidal 
y(t) = (ll5V2cos377t) H(t) 


E - 


Fun^ao rampa 
f (t) = t [ H(t) - H( t - T) ] 


t 


+v- 


—V •• 


iWi*' 


Pulso de radar 

v(t) = V [ H(t -1 0 ) - 
-t 0 - A)] sen co(t-t 0 ) 


Onda quadrada 


2T t 


f(t) = H 


( 

f 711 1 

\ 

f 

f 711 ^ 

sen 


-H 

-sen 


V 

l T J 

J 


l T )) 
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PROPRIEDADES DA FUN£AO 
IMPULSIVA 

• 5(t) = 0, Vt^O 

• 8(t-t 0 ) = 0, Vt^to 


Representacoes graficas da fungao 
impulsiva: 


set) 

^°o S(t-t 0 ) 

w 

o 

o 

d 

t 0 to t 


f S(T)dT= 1 , V t, t, >0 

dH(t) 


dt 


= 8 (t) 


J / (t — T).S(t)dt = f (T) 

J — OO 

(para f(.) contmua em 7) 
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^xcita^Io Exponent 



e g (t) = Ee st E, s reais 
s = -o E > 0, a > 0 

e g (t) = Ee" ot = Ee _t/X 

G —> freqiiencia neperiana ( Np/s ) 

1 

x =-> constante de tempo (s) 

o 

Para t = x —> e„ = E/e 
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EXCITA^AO CO-SENOIDAL 

• Derivada e Integral -> Senoides 

Circuito em Regime Permanente Senoidal 

• Dispositivos Reais -> 

geram excitagao senoidal 

• Soma de senoides de mesma frequencia = 
senoide 

• Analise de Fourier V fungao periodica = 
=soma de senoides harmonicas, da forma 

fk(t) =A km cos (koctot + 0 k ) 

(k = 0 , 1 , 2 ,...) 
A km = amplitude ou valor maximo ou valor de 
pico (real e > 0) da k-esima harmonica 

( 0 o = frequencia angular fundamental (real, rd/s) 

6 k = defasagem (real, ° ou rd) 

f k = frequencia da k-esima harmonica (real, Hz 
ou ciclos/s) 

T = periodo (real, s) = 1 / f 0 > coo = / T 
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NOMEBQs compieXOS 

z = a + jb 

Retangular ou Cartesiana 

z = | z | = I z | /(j) 

► Polar 


Formula de Euler: e •* ^ = cos (|) + j sin (|) 
Series de Mac Laurin: 


x 3 x 5 

x 7 

# TV yY 

sinx = x - - b — 

+. 

3! 5! 

7! 

X 2 X 4 

x 6 

. yY yV 

COSX = 1 -H- 

2! 4! 

+. 

6! 

e jx = cosx + jsinx = 1 + jx 

, (jx) 2 , (jx) 3 

2! 3! 

z = z | cos (|> + j z sin <|) = 

z | (cos(|) + jsin<|)) = 


jy 
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e je = cos0 + jsenG 
Seja B = cos0 + j sen0 


(IB 

d0 


= -sen0 + jcos0 
= j ( cos 0 + j sen 0 ) 


ou 


dB 

ikT 

dB 

B 


= JB 


= jd0 


Integrando : 

InB = j 0 + C <r- constante 

Para 0 = 0 —> B = 1 —» InB = 0 
C = 0 ^ B = e je 

• A 

e J = cos0 + j sen0 
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Formulas de Euler: 
e j<|) = cos<() + jsen<|) 

e - -^ = cos<J) - jsen(() 


Forma Cartesiana: z 
Forma Polar: z 


a + jb 

j<!> 


z e 


r 

a = 

z 

1) = 

V. 

z 


COS(|) 

sen<|) 


r 


< 


v 




arctg b/a 
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fflminrarirtf 

UUUJLdU (Ul^l 

nrDC^ rPHnim (PiTiiirinririiTiwiTi® 
ULdcD UoLfJ _LdUJ_U _ LezjAUUcD 

1 - Soma 
Forma 

zi = a 

Zi ± Z; 

jy^ 

_ 

e Subtracao —» 
Retangular ou Cartesiana 

1 + j bi Z 2 = a2 + j b2 

= (ai±a 2 ) + j(bi±b 2 ) 

2 - Multi 
Form 

* X 

plieacao e Divisao —> 
ia Polar 

z i = z 2 = c 2 e j< ' )2 

z 2 z 2 = c 1 c 2 e J( * 1 + * 2) 

Zj/z 2 - Cl e j( ^"^ 2) 

c 2 
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Numeyos RoBjiexoS 


Propriedades: 
z = a + jb 
z* = a - j b 






z + z* = 2a = 2Re(z) 

I e j<i> | = 1 

e ±j n = 1 / ± 7i = -1 
e ±j7I/2 = 1 / ± 7i/2 = ±jl 


Formulas de Moivre: 


cosco t = ( e j<Bt + e j0)t j 

send) t = — ( e j<Bt - e - -*® 1 ) 

2j V ’ 
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n»< 

Ir 

Comply 

" A 

k 

- 

e 

Q 

Coordenadas Re 

Coordenadas Po 

a Re 

tangulares: a, b 

lares: r, <D 
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^lano ( 

Im 

i 

jb 

]omple? 

k 

- x 

*♦ 1 

/ ! 
/ l 

,♦ 1 
♦♦ 1 

r , i 

,* i 

♦♦ i 

♦* i 

♦♦ i 

/i ♦ 1 

0 

z 

-jb 

Conj 

V-o I 

*♦ 1 
% l 

% 1 
\ l 

% 1 

r \ i 

V i 

% i 

\ : 

V i 
♦♦ i 

- - ’>< 

ugados 

3 Re 

z* 
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Circulo Unitario 
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Ci'rculo Un tar o 
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A m cos ( cot + 0 ) = 


< 

l( 

A m e J “* + A*„ e _i “‘) 


Re 

3 

rD 

s 

_i 







Valor instantaneo do sinal —» 
Dommio do tempo —> 

s(t) = A m cos (cot + 0 ) 

Fasor associado a sinal senoidal: 



S - A m e je = A m /0 
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CO-SENOIDES E FASORES 


Fungao co-senoidal no dormnio do tempo: 


Y m >0, co >0 


Fasor que a representa: 

• Exprimir a fungao como parte real do 
complexo: 


y(t) = Y m cos(a>t + 0) 


Ke[Y m e Km+a) ] = Sie[Y m e je .e j(0 ‘ ] 

• O fasor representative dessa fungao sera 
definido por: 


/V . n 


A 

Y=Y e ,e 

Y = 

Y 

m 

m 



#=argF 


• Notagao de Kennely: 


Y=YZ0 

m 


♦>angulo 0 pode ser fornecido em graus ou radianos 
❖ frequencia co deve ser dada a parte 
<♦0 modulo e o angulo do fasor sao, respectivamente, £. 
amplitude e fase da fungao co-senoidal 
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CO-SENOIDES E FASORES 

Funcao co-senoidal representada por fasor: 

Dados um fasor e sua frequencia, determinar a 
correspondente fungao do tempo: 

• Escrever o fasor na forma exponencial: 



• Adicionar a informagao de frequencia: 


Y pi 0)1 — y 

m 


• Tomar a parte real desta expressao: 


y(t) = 9 Xe[Y m e i(m+e) ] = Y m cos( (01 + 0) 


O modulo e o angulo do fasor sao, 
respectivamente, a amplitude e a defasagem da 
fungao y(t) 
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- Amp Op 





( 0 , —> ganho de tensao 


- Trafo ideal 




ni /112 = relacao de transformaeao 


- Girador ideal 
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Leonard Euler 
( 1707 - 1783 ) 

Matematico suigo, 
produziu cerca de 900 
monografias em 
matematica, musica, 
astronomia, mecanica, 
otica, etc...Viveu muito 
tempo em Sao 
Petesburgo (Russia), 
protegido pela czarina 
Catarina, a Grande. 
Perdeu urn olho, e 
sofreu de cegueira 
crescente. 


Problema da Ponte de Konigsberg (1736) 
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DEFINICOES DE SUB-GRAFO 

• ARVORE (de grafo conexo) : sub-grafo 
conexo que contem todos os nos + conjunto 
de ramos suficiente para interligar os nos => 
nenhum percurso fechado. 

• LACO : qualquer sub-grafo conexo tal que 2 
e apenas 2 ramos incidem em cada no; 2 
nos pertencem a cada ramo => trajetoria 
fechada. 

• CORTE (ou conjunto de code) (de grafo 
conexo) : conjunto de ramos tal que se 
todos sao removidos, o grafo fica dividido 
em 2 partes; se todos sao removidos menos 
1, o grafo se mantem conexo. 
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TEOREMA BASICO DAS ARVORES 

Grafo Conexo com n, nos e r ramos: 

• Ha um caminho unico entre qualquer 
par de nos em uma arvore 

• n = n, -1 Ramos de arvores 

I = r - n t + 1 Ramos de ligagao 

• cada ramo de ligagao => um unico lago 
fundamental 

I lacos fundamentals 

• Cada ramo de arvore => um unico 
corte fundamental 

n cortes fundamentals 
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Planares 




Graf os ■ 


Nao-planares 


Os grafos nao-planares contem como sub- 
grafo pelo menos um dos: 


GRAFOS DE KURATOVSKY 



5 nos 
10 ramos 



6 nos 
9 ramos 
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Gustav Robert 
Kirchhoff 

(1824-1887) 

Fisico alemao, 
publicou seu trabalho 
sobre correntes e 
tensoes eletricas em 
1847. Realizou 
pesquisas com Robert 
Bunsen, que 
resultaram na 
descoberta do cesio e 
do rubidio. 

1 a . Lei : Correntes ( nos e cortes ) 

£± 4 ( 0=0 

k 

2 a . Lei: Tensoes (lacos e malhas) 

£+v^(O = 0 

k 
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8 . 




DX 


“Pfp> 

J Lb 




Aplicada a um no: 



- ji + h + j3 - U - 0 


Aplicada a um corte: 



ji — ji - js = o 


'/ 


orientacao do 
corte 
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la. lei de Kirchhoff 




ic + 1 r - Id - 0 
Id = ic + 1 r 
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Aplicada a la^os : 


2>v,(t)] = 0 Vt 


l = n- de ramos no la^o 



V!-V 2 + V 3 -V 4 + V 5 -V 6 = 0 
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A m cos (cot + 0) = 


< 

2 l 

A m e J “* + A*„ e“ J “') 


Re 

3 

ro 

s 

_i 







Valor instantaneo do sinal —» 
Dommio do tempo —> 

s(t) = A m cos (cot + 0 ) 

Fasor associado a sinal senoidal: 



S = A m e je = A m Zfl. 
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l a Lei K.: 


2- Lei K.: 


Exemplo: Linha Trifasica 

Vi(t) = V m cos (cot - 90°) 
v 2 (t) = V m cos( cot +150°) 
v 3 (t) = V m cos (cot + 30°) 

Vi + V 2 + V 3 = 0 




k 


em cada no 



em um laco 
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a sin cot + b cos cot = c cos (cot + 0) 
= c cos cot cos 0 - c sin cot sin 0 


a = - 

c sin 0 

b = c cos 0 

c = v 

'a 2 +b 2 

0 = arctg 

( \ 

-a 

b J 
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Tensao 





> ( Corrente 


Resistencia ) ^ ^ (Condutancia 


<=> 





:> ( Capacitancia 


Carga eletrica^^X Fluxo magnetico 


(^Aberto^) (^Curto^) 


<=> 
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ANALISE DE REDES 

► ANALISE NODAL => 

la. Lei de Kirchhoff em NOS 

► ANALISE DE MALHAS => 

2 a . Lei de Kirchhoff MALHAS 

► ANALISE DE CORTES => 

1 a . Lei Kirchhoff CORTES 
FUNDAMENTAIS 

► ANALISE DE LAQOS 

2 a . Lei Kirchhoff LAQOS 
FUNDAMENTAIS 
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Etapas da Analise Nodal 


1 .Definir ramos e nos 

2. Escolher no de referenda (“terra”) 

3. Definir tensdes nodais 

4. Aplicar a la. Lei de Kirchhoff a cada no, 
exceto o de referencia 

5. Exprimir as correntes de ramo em 
fungao das tensdes nodais 
6.0rdenar as equagoes em relagao as 
tensdes nodais 

7.Compor a equagao matricial 
relacionando tensdes nodais e excitagoes 
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ANALISE NODAL 

No Generico i: 


e 2 



Lei de Kirchhoff: 


" il + h +-ik = 'si ~ 's2 


Relagoes Constitutivas j / v (Lei de Ohm): 


- G^ + G 2 v 2 + ■■■ - G k v k = i s1 - i s2 


Relagoes tensoes de ramo / tensoes nodais: 


- G^e, - ei) + G 2 (ei - e 2 ) + - - G k (e k - e,) = i s1 - i s2 


Resultado: 


- G-,e., - G 2 e 2 + (G., + G 2 + ■■■ + G k )ej + — G k e k = i s1 - i s2 
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Sentidos de References (Flechas) 
de Correntes e Tensdes nos Bipolos 

Sao regras para Ligar Amperimetros 
e Voltimetros: 


1 

-► O 


V 

◄- 


B 


o 


1 

-► o 




V 

◄- 
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Exemplo de Analise Nodal 


1 \i V2 2 


jl' 

) - 

' ^ 

G 2 ' 





G 3 : 


v 3 C: 



Vi 




7 

— 

-0 

) 

— 



iTo 


1 a - Lei de Kirchhoff nos nos: 

No 1 : j, + j 2 - i s1 = 0 

No 2: -j 2 +j 3 + is 2 = 0 


Relagoes Constitutivas j / v e 
relagoes tensao de ramo / tensoes nodais: 


r 

ii = GiV! = G 1 e 1 


< 


V. 


j 2 - G 2 v 2 - G 2 (e.| e 2 ) 

j 3 = ^3 V 3 = ^3 e 2 


Resultado: 

No 1 : G 1 e 1 + G 2 e-| — G 2 e 2 — i s1 = 0 

-< 

^ No 2 . — G 2 e 1 + G 2 e 2 + G 3 e 2 + i s2 = 0 


Matricialmente: 


(G 1 + G 2 ) 


-Go 


-Gy (G 2 +G.) 



_ _ 


— — 








_^2_ 


1 

<N 

* ^ 
_1 
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anAlise nodal de redes 

RESISTIVAS LINEARES 

Equagao Geral 

G n -e(t) = i m (t) 

G„ - Matriz das condutancias nodais 
ei t) - vetor das tensdes nodais 
i sn (t) - vetor das fontes de corrente 

Sistema Algebrico Linear 
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is3 



Equagao matricial de analise nodal: 
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ANALISE NODAL 


>rtensoes e rcorrentes desconhecidas 

I 

• Exprimir rtensoes de ramos em fungao das 
(n-1) tensoes nodais —> 2 a Lei de Kirchhoff 

I 

> (n-1) tensoes e rcorrentes desconhecidas 

I 


• Exprimir rcorrentes de ramos em fungao das 
(n-1) tensoes nodais Lei de Ohm 

I 

> (n-1) tensoes desconhecidas 

I 


• Escrever (n-1) equagoes independentes e 
resolver —» 1 a Lei de Kirchhoff 



Quando ramo = fonte de corrente 
> rtensoes e (r-1) correntes desconhecidas 
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ANALISE NODAL EM REGIME 
PERMANENTE SENOIDAL 



Y ( jo )) - Matriz de admitancias nodais 
Admitancias: 


G 


- vetor dos fasores das tensdes 
nodais 

- vetor dos fasores das fontes de 
corrente nodais 


Sistema de Equagdes 
Algebricas Complexas 
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Exemplo de Analise Nodal em RPS 


A 

Er 

IF j2 

i ■ 

A 

e 2 



1 m 1 




Jl£2 < 

j2n i 

I2H 


IS 

0,5S ? 

1/j4 


i s ( t ) = 10cos ( 2t + 45 °) 
/ = 10Z45 0 

iJ 


1 + j2 

-J2 

yv 

E l 


A 

I s 


-72 

0,5 + j2 - j0 , 25 _ 

l^ 2 j 


_0_ 




6,22 Z49° 
6,83 Z65° 
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ANALISE NODAL MODIFICADA 
Incognitas: 

1 - Tensoes nodais 

2 - Correntes nos ramos 

tipo impedancia: 

- indutores 

- geradores ideais de tensao, 
independentes ou vinculados 

- correntes controladoras 
de geradores vinculados 

Equagoes: 

♦ la. L. K. nos nos 
independentes 

♦ 2a. L. K. nos ramos tipo 
impedancia 
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ANALISE NODAL MODIFICADA 
Obtencao das Equagdes: 

• Aplicar a 1 a . L.K. aos nos 
independentes e eliminar as correntes 
nos ramos tipo admitancia, em fungao 
das tensoes nodais 

• Aplicar a 2 a . L.K. aos ramos tipo 
impedancia, mantendo suas 
correntes como incognitas 

• Ordenar as equagdes, nos dois tipos 
de incognitas: tensoes nodais e 
correntes dos ramos tipo impedancia 
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Analise Nodal Modificada 

Redes Resistivas 


\G„ 

\ B " 

e 


• 

F 

i - 

| -R 

• 

i 


e s 


1 a . L. K 
2 a . L. K 


Equagoes de 1 a .L.K.: 

G n .e + B.i =i s 


No. de equaqoes = No. de nos independentes 


Equagoes de 2 a .L.K.: 


F.e + R.i = e. 

ij 


No. de equagoes = No. de ramos tipo impedancia 
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Analise Nodal Modificada 
(Padrao SPICE) 


• Ramos Tipo Impedancia 



• Ramos Tipo Admitancia 


R o-AAAA 

R 


C * 



I * 



o 


F - 


■o 



o 


G 


o 


o 



QmVc 


o 
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Programa Computacional 
para Analise de Circuitos 


• Descrigao do Circuito (Entrada) 


• Montagem da Matriz de ANM 


• Solugao do Sistema 


• Saida da Solugao Desejada 
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Programa PSPICE 

Ramos para Analise C.A. 

Ramo “C”: 

ei c » ||_ 0 e f 

Ramo “L”: 

ft; - /Tonnooa . P< 

■ 

Jk r 

1 o .p 1 000000' o '-'i 

‘ k 1 

Lk 

(i k e corrente incognita ) 



c — ► 

J k = ja)C{E-E f ) 




E-E f -ja>LI t = 0 
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Analise Nodal em 
Redes Nao-Lineares 


ei 



v 2 



Diodos k=1,2 


1 . Lei de Kirchhoff nos tres nos independentes 


(jl(£?l ^ 2 ) + G2 (6*1 ^3) Iq 

G, (cj - c,) + I al (e^ -1) = 0 
G 2 (e 3 -e,) + -1) = 0 
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DUALIDADE 


Tensao o Corrente 
Resistencia (R) <-> Condutancia (G) 
Indutancia (L) ^ Capacitancia (C) 

Carga Eletrica (Q) o Fluxo Magnetico (\|/) 

Aberto o Curto 

Impedancia (Z) ^ Admitancia (Y) 
Serie ^ Paralelo 
No o Malha 
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anAlise nodal 

ANALISE DE MALHAS 

Nos 

Malhas 

No de Referenda 

Malha Externa 


Incognitas : 


tensdes nodais 

correntes de malha 

o1 a . Lei de K. 
aos nos nao de 
referenda 

o 2 a .Lei de K. 

as malhas, 
exceto externa 

o Relagoes i/v 
nos ramos 

o Relagoes v/i 
nos ramos 

oTensoes nos 

ramos —> 

tensoes nodais 

o Correntes nos 

ramos —> 
correntes de 
malhas 

o Fontes de 
corrente 

o Fontes de 
tensao 


Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.3 





MALHAS DE REDES PLANARES 

Malhas internas sao lagos que nao 
contem nenhum ramo em seu interior. 

malha 
externa 


malhas 
internas 

O - correntes de malha 

A cada malha interna se atribui uma 

corrente de malha. 
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Etapas da Analise de Malhas 

1 .Definir as malhas da rede planar 

2.Atribuir uma corrente de malha a cada 
malha independente 

4. Aplicar a 2a. Lei de Kirchhoff a cada 
malha independente 

5. Eliminar as tensoes, usando relagoes 
constitutivas v/j 

6. Exprimir as correntes de ramo em 
fungao das correntes de malha 
7.0rdenar as equagoes em relagao as 
correntes de malha 

8.Compor a equagao matricial 
relacionando correntes de malha e 
excitagoes 
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anAlise de malhas de redes 

RESISTIVAS LINEARES 

Equagao Geral 

R .i(t) = e (t) 

m v ' sm^ / 

R m - Matriz das resistencias de 
malha 

i(t) - vetor das correntes de malhas 
e sm (t) - vetor das fontes de tensao 

Sistema Algebrico Linear 
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ANALISE DE MALHAS RPS 

Exemplo 


2 Q 2F -j0,25n 


10Z45° 
(0 = 2 



3H 

j6n 


Impedancias: 



R 


jcoL 


1 



jcoC 


1 

-5 

0 

A 

A 


10Z45°~ 


-5 

7 - j 0,25 

-2 

/V 

A 

— 

0 


0 

-2 

2 + j6_ 

yv 

_A_ 


0 



A 

A 


’ 2,995Z41,76° " 

A 

A 

— 

2,120Z38,81° 

i 

K -H> 

1_ 


0,696Z - 32,75° 
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E 

xemplo de Associao de 

L 1 

lia lia 12 £l 

I lias lias lias ,=> L 

1212 1212 

Hhrr 

(a) 

(b) 


ua 12 a 12 a 



(c) (d) 


1212 



(e) (f) 


Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.4 















































Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.4 































FONTES EQUIVALENTES 



Rs 

■ 

1 



i 

■ 

1 

J 

Vww“ 

"— 





1 


e s < 



V 

is^ 

) 1 

:Rp 

V 



. J 




1 

■_ J 


L. _ _ 






i 



v = e s - Rs. i i = i s - v / Rp 


=> v = Rp . i s - Rp . i 


e s - Rs . i = Rp. i s - Rp . i 
valido para Vv e Vi SE : 


r 


< 




Rp = Rs 
Rp.i s = e s 
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FONTES POTENCIALMENTE DUAIS 



FONTES ESTRITAMENTE DUAIS 


r 


< 


v. 


©s — U 

R = G 
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Fointes Equivalentes 

«,c 

Rs i 

MA/ o— ► 

r> « 

° K P = K s 

e s — Rp i§ 

) 1 

• 

1 

F R p J v 

1 o ' 

*< 

Ls 

““Hill' - ° 

) isC 

L p — L s 

es(t) = L d (i 

d 

) | 

s (t)) 

t 

) l p 

*< 

C s 

- II -- 

) isC 

c p = c s 

i s (t) = C d(e 

dt 

> . 

s(t)) 

L ‘ 

= Cp 
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Teorema da Maxima 
Transferencia de Potencia 

R s i 



R s fixo 


Potencia na carga R L : 



Rl ( R, + R l ) 2 


PLmax. ocorre para R L = R s -> 

condi^ao de carga casada 



Rendimento : 
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LINEARIDADE 


x(t) 


Elemento 


y(t) 


Linear 


• HOMOGENEIDADE: 

K. x(t) -> K. y(t) 

• ADITIVIDADE: 

Entao : 

Se : f Xi(t) yi(t) / x^t) + x 2 (t) 

1 x 2 (t) -> y 2 (t) 1 yi(t) + y 2 (t) 


CONSEQUENCIAS: 

^ Proporcionalidade entre excitagao e 
^ resposta 



Superposigao 

Ki. X-, (t) + K 2 . x 2 (t) K,. y^t) + K 2 . y 2 (t) 
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TEOREMA DA SUPERPOSIQAO 

REDE LINEAR 

VARIAS EXCITAQOES 

RESPOSTA = Z respostas devidas a 
cada gerador independente, com os 
demais desativados 

Fonte de Tensao = curto-circuito 
Fonte de Corrente = circuito aberto 

ATENQAO : Nunca inativar 

gerador vinculado 
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TEOREMAS DE THEVENIN E 
DE NORTON 
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Leon-Charles 
Thevenin (1857-1927) 

Engenheiro telegrafico, 
oficial e educador trances 
(Ecole Polytechnique), 
famoso por seu teorema 
publicado em 1883. 
Trabalhou ativamente no 
estudo e projeto de 
sistemas telegraficos 
(incluindo transmissao 
subterranea), capacitores 
cilindricos e 
eletromagnetismo. 

Edward L. Norton 
(1898-1983) 

Engenheiro eletrico, 
cientista e inventor 
americano, da Bell 
Laboratories. Propos em 
1926, na AT&T, o dual do 
teorema de Thevenin, para 
facilitar o projeto de 
instrumentos de gravagao, 
operados por corrente. 
Realizou pesquisas nas 
areas de circuitos, 
sistemas acusticos, 
telefonia e transmissao de 
dados. Obteve 19 patentes 
com seus trabalhos. 
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TEOREMAS DE THEVENIN E 
DE NORTON 



i A 



A 

Rede 

Rede Linear 

tv 



1 

Arbitraria 


- • - 



B 




Thevenin: 


Rede “Morta” 


-I- 



tv 


e 0 


Norton: 


Rede “Morta” 


'•© 


Rede 

Arbitraria 


Rede 

Arbitraria 


Rede “Morta” = Rede linear inativada 

e 0 = tensao em aberto produzida pela rede linear entre 

os terminais A e B 

i 0 = corrente de curto produzida pela rede linear entre 

os terminais A e B 
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Aplicacao dos Teoremas de 
Thevenin e Norton 

1- Circuito com Resistores e Geradores independentes: 

♦ Calcular e 0 ou i 0 com geradores ativados 

♦ Calcular Ro com geradores desativados 

2- Circuito com Resistores e Geradores vinculados 
(nenhum gerador independente) 

♦ e 0 = i 0 = 0 

♦ Calcular Ro impondo tensao e calculando corrente (ou 
vice-versa) 

3- Circuito com Resistores e Geradores vinculados e 

Geradores independentes 

♦ Calcular e 0 

♦ Calcular i 0 

♦ Calcular R 0 = e 0 / i 0 
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ATENUADORES RESISTIVOS 
• quadripolos resistivos 

• tensao de sai'da v 0 e uma fragao 
conhecida da tensao de entrada v, 



Atenuador 


I 



Tipos de atenuadores resistivos 

r 



Lineares 

Logaritmicos 

Resistencia caracteristica 
constante 
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ATENUADOR RESISTIVO LINEAR 



Atenuagao com a chave na 
k-esima posigao: 


k 



i =1 
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ATENUADOR RESISTIVO 
LOGARITMICO 



Atenuagao em decibeis (dB) com a chave 

na k-esima posigao: 


A k (dB) = 20.log 



A 



i J 
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EXEMPLO DE CALCULO DE 
ATENUADOR LOGARITMICO 


Dados 


'Atenuagao/passo= -6 dB 
No. passos: n=3 
Resistencia total: Rj = lOOkQ 


• Calculo de N (atenuagao por passo): 

k=1 1 A 1 = 20 logN=-6 —► N=0,501 

• Calculo de R 0 : 

R 0 = (1-N)R t = 49,9 kCl 


• Calculo das resistencias 
intermediarias: 


R m = NR) ,i= 0, 1 


► 


► 


R { = N R 0 = 25kQ. 

R 2 = NR l = 12,53 kQ. 


• Calculo de R F : 

Rp = Rj — ( Rq + R j + R 2 ) = 12,57 k£l 
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ATENUADOR DE RESISTENCIA 
CARACTERISTICA CONSTANTE 

Quadripolos que, terminados pela 
resistencia caracteristica R c , 
apresentam a entrada a mesma 
resistencia R c 



Atenuagao k = v 2 / v* 
Resistencia caracteristica: R c 
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EXEMPLO DE CALCULO DE 
ATENUADOR DE RESISTENCIA 
CARACTERISTICA CONSTANTE 

Atenuador em “T” 



• Atenuagao: k= 0,1 

• Resistencia caracterfstica: R T = 50Q 

Calculo dos resistores: 

r, =—-. r t =—— .50=40,91 n 

s l + it 1 + 0,1 


R n =^\.R t = °' 2 .50=10,10Q 
p 1 -k 2 1-0,01 
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CIRCUITO LINEAR 
INVARIANTE NO TEMPO 


ENTRADA 


SAIDA 



y(t) 


I 


Modelo Matematico 


d n y d” ’j 

a o—fT + a i ~T^T + - + a n y 


dt 


dt 


= f(t) 


Equagao Diferencial Ordinaria Linear e a 
Coeficientes Constantes 

f(t) = fungao dada 
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ordinaria - ordem 2 
nao-linear - 4- grau 
coeficientes constantes 





v 9x 3t y 


+ xtsin(yt) 


derivada parcial 
ordem 3 



ordinaria 

nao-linear 

coeficientes variaveis 



ordinaria 
nao-linear 
coef. variaveis 


dy 

dx 


+ ay = sinx 


a e R 


ordinaria - ordem 1 
linear 

coeficientes constantes 
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quafdO E : D'J@F@DB@n®D 


A„ dx + A! x(t) = f(t) 

dt 


j 


Ao , Ai - coeficientes dependentes dos 

parametros do circuito 

t - variavel independente -> tempo 

x(t) - resposta do circuito 

(tensao ou corrente) 

f(t) - depende da excitacao do 
circuito 

Forma Padronizada: 
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E. D. O. L. C. 

C. Completa : 



— 

d n y d n_1 y 

a n - + a,- r 

0 dt" 1 dt 

■ + .... + a n y = f(t) 


E. D. O. L. C. 

C. Homogenea: 



— 

d n y d n_1 y 

a ft —- + a,-f 

0 dt" 1 dt" 1 

■ + - + a n y = 0 


Solucao da Equacao Completa = 


Solucao Geral da Equa^ao Homogenea 

+ 

Solucao Particular da Equacao 

Completa 
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f 

©ffl 

V_ 


>1 

11 (1(1 ifcff fefeil j P 1 In } 

_ J 

( 1- Ordem) 

G 

:o 

+ ax(t)= f(t) 

) =x 0 = condi^ao initial 


Solu^ao do P.V.I.: 
x(t) tal que : 



1 - Satisfaz a equacao diferencial 

2 - Passa pelo ponto (x 0 , t 0 ) 
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x(t) = [x 0 - <Kt 0 )] e~ a(t ~ to) + 

4 4 

T ransitoria Permanente 


x(t) = 


-a(t-tn) 

x 0 e v 07 + 

'---' 

-<>(t 0 ) e" a(t_to) + <|>(t )_ 

J 

^^ vre Forgada 


x(t) = 


x 0 e' a(t ' to) + 

V -V-' j 

|* e _a(t_M f(X) dX 

to 

Livre 

V 

Forgada 
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SMB RL 


□ 


®®®§ Mm 


Respostas Livres : 

- Exponenciais decrescentes a partir 
de valor inicial. 

- Constante de tempo : L / R 


\ 


Energia inicialmente armazenada no 
indutor —> Dissipada no resistor 


Indutor opoe-se a variacao brusca de 
de corrente —> provoca atraso no 
tempo para que se estabeleca o 
equilibrio. 


• Aumentar atraso —> Aumentar x 
Aumentar L —> Diminuir R 
_/ 
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1 il 


i 0 + X|//L 


. . f ¥ ^ 

'(t) = h + J 

l __ Lz 


t 


/ > 

v R (t) = R •« + j 

V ^ y 

-\ 

e- ,/T 


Vr A 


R (i 0 + y/L) 


t 


Vl 


t(¥) 


-R( in + V/L ) 


v L (t) = \|/5(t) 


f 


-R 


h + 


¥ 


V 


A 


J 


fc -t/T 
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Indutor em t = t 0 opoe-se a 

variacao de corrente 
• • 
i = i 0 




-1-I-^ 

• Para excitacao continua ( C.C.) em 
t —^ OO indutor vira curto-circuito 

v L -> 0 

_ I _/ 


Impulso de tensao —> provoca fluxo 


magnetico instantaneo \|/ —> produz 
descontinuidade de corrente no 
indutor: \|//L 

___ J 
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EXEMPLO 



e s (t) = 12 cos 2t 
i (0) = 2 A 
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vo/v 


ou 



R 

■WV\r 


c d= 


e s — i s R 

RC paralelo —► Dual do RL serie 


Equacao : 1- Lei de Kirchhoff —> 

c4^ + 

dt R 

dv 1 _ ± 


= i< 


dt 


RC 



Comportamento Livre 

v(t) = v 0 e -t/i: x = RC 

energia armazenada no capacitor —> 
dissipada no resistor 


v 

Vo 





t 


t 


-Vo 
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Comportamento For^ado 
Resposta ao Degrau 

i s (t) = I.H(t-to) 



to — 0 


- t/T 


v(t) = RI + Ae 
v (t) = RI + ( v 0 - RI) e 



I —wvVV 


Para o circuito serie : E = RI 

v (t) = E + (v 0 -E)e' t/T 

e Si k 

E 


R 

•VWV 


c =!= 


t 



t 


t 
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Resposta ao Degrau 



Vo 


! S i 



t 



V 0 /R 




Vo X _-t/x 


' c = ( 1 - "r" ’ e 


t 
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Resposta ao Impulse 

i s (t) = Q5(t) (A, s) 

Q 


v(0 + ) = v(0_) + 


v(t) = ( v(0) + Q/C ) e 


- t/T 


Excita^ao Senoidal 

i s (t) = I m cos (cot + 0) 


RPS: I m = I m e 


je 


V = — 

T m | 


m 


R 


+ jroC 


Admitancia 
complexa: 




Y(jco)= = ^- +jcoC 


in 


R 


Resposta completa: 


(t) = Ae _t/x + v p (t) 


impor v (to ) = Vo 


ni 


COS ( CO t + \|/ ) 
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Circuito RC 

Resposta Completa com Excita^ao Senoidal 


R1 



t .IUt 



■ U2(R1) 

Tine 
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I - Constante de Tempo : 

- Inativar geradores independentes 

- Determinar resistencia “vista” pelo 
elemento armazenador de energia 

- Calcular cte de tempo : L/R ou RC 

II - Resposta Transitoria 

- Comportamento Livre, Modo Natural 

Ae' 1 ' 1 

ITT - Resposta Permanente 

- Depende da fun^ao de excita^ao 

IV - Transitoria + Permanente 

- Impor condicao inicial —> Determinar A 

- Condi^oes iniciais: 


(para excitaeao 
contmua) 


t = t„ < 

C curto 
[L aberto 


t = oo < 

C aberto 

L curto 
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I - Fun^ao excita^ao definida por segmen- 
tos —> Descontinuidades 


- Aplicar “receita” para cada segmento 

- Ajustar constantes admitindo as condi- 
<joes Inals de um segmento como condi- 
gao inicial para o proximo : 

( v em C ou i em L) 

II - Circuito modificado por opera<jao de 
chaves 
Idem 

OBS.: Chaveamento de indutores ou 
capacitores —»tensoes ou correntes 
impulsivas —> Estudo por Laplace 

ITT - Excita<joes Impulsivas —» 
Descontinuidades de 
X* tensao em capacitores 
\ correntes em indutores 
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Ciclo de freqiiencia: 
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Equa^ao Caracteristica 



s + 2as + cOq — 0 



• Si ^ s 2 Distintos 


A 1 e M , 


Solu^ao geral: 


A 2 e S2t 



Si = s 2 Duplos 

s,t At e Slt 

2 


Aj e 1 , 

Solu^ao geral: 
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Z7 B 



Comportamento Livre 


i(t) = I.e ’' 1 + I ; e 


1 


< 


OU 


i( t) = ^e 81 * + I 2 te Sl ‘ 


Constantes de integra^ao : para ( Sj ^ s 2 




2- Lei K : 

L di (°) + R i(0) + v(0) = 0 
dt 

^ di(0) = -R i((u _ v(0) 
dt L L 



2 equates 


2 incognitas 
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0OD(p 




^LCI 



s + 2 oc s + co 

2 = 0 

0 u 


s i,2 = -a ± V 

/ 2 2 

a - co 0 


2 - Circuito Oscilatorio: 


a 2 


< cg; 


0 


ou 


R < 2 

L 

i 

c 


Si,2 = - a±j(0 d 


®d = V 

/ 2 2 

oo 0 - a 


(complexos conjugados) 

-at jco d t 


i(t) = I x e“ a e JUJdl + I 2 e Wl e 


-at -jco d t 



* 

T - T 

A 1 “ a 2 


i(t) = 2Re 

Ij e“ at e J “ dt ’ 



a) i(t) = I m e at cos(co d t +\|/) 


^ m ^ 

/ 

• 2 

to + 

V 

a . 1 „ V 

®d 10 ' Lco d V °J 

\|/ = arctg 

v ° , «1 

V ^ i 0 J 
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©a mm Patfinmkres 


a) a = 0 


ft>d — (Oo 


LC ideal 


i(t) = 


\ 


.2 C 2 / . \ 

i 0 + — v 0 cos( CO 0 t + \j/j 


\|/ = arctg 


f 


V 


C v 


A 


o 


L i 


o J 


b) a «< co 0 -> C 0 d ~ co 0 

circuito altamente oscilatorio 


i(t) = 


\\ h -e at cos(co 0 t + \|f) 


Indice de Merito : Q 0 = a> 0 L / R 


a = 


R 


2L 


Q« = 0,8 


2a 


Q -> 


energia armazenada 
energia dissipada 
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Resposta livre <=$> F C P si, S 2 


Pulso Bidirecional 



si, S 2 reais i=[> 


Tempo de amortecimento: t 
Super-amortecido i=£> t s grande 


complexos 



Si, S 2 


Resposta oscilatoria amortecida 


a -► coeficiente de amortecimento 
®d -► freqiiencia angular amortecida 
®o -► freqiiencia angular nao-amortecida 
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RLC Serie 


RLC Paralelo 


— \M/V — 

-«r—. 





R 

L 





p 


= C c 

l 

>G | 

| L -r- 


a^R/2L 


a = G/2C 

0)q = 1/LC 


a>o i 1/LC 



/ 2 2 

®d = v w »- a 


Qo = (o 0 / 2a 
Qo = L / R 



Qo — CQo C / G 
Qo = (Do RC 
Qo = R / C0o L 


1 - Super-amortecido 




2 - Amortecimento critico 




3 - Oscilatorio ou Sub-amortecido 
R < Rc R > Rc 
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Resposta ao Degrau 


1 - 


f (t) = f p + e Slt + A 


Si t 




oscilatorio 


3 - 


f(t) - fp + ( Dit + D2 ) e 


-at 



amortecimento critico 


f(t) —> tensao ou corrente 
f p —» valor final da resposta desejada 
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RLC Serie 



t —> oo 

Vc —^ E 
Vr-»0 
v L -»0 


L curto 
C aberto 

i —» 0 


RLC Paralelo 



t —> oo 
ic —> 0 

i R 0 v 0 

i L —> I 


Resposta ao Impulso 


> 


RLC serie 


e s (t) = \\f 8(t) 


Degrau de corrente no 
indutor = \|//L 


i s (t) = Q 5(t) 



RLC paralelo 


Degrau de tensao no 
capacitor = Q/C 


t > 0 —» Comportamento livre 
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CIRCUITO RLC SERIE 
Excitagao Senoidal 


E = E Z 6 e s 


R C 

Hh 

i(t) 


r \AAA/ ► 


Resposta Completa : Transitoria + Permanente 

x o 


depende das Fasores, 
FCP Impedancias 


Z(jOJ) = 4 


= R +joL + - 


1 


jfflC 


iJt) = Re(Ie jfl *) 


P 


i(t ) — Aj c 1 + I cos (cot + 0 — (/)) 


Oscilatorio : 


i(t) = \e at cos(co d t + + I cos (cot+ 0-0) 
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CIRCUITO RLC PARALELO 
Excitagao Senoidal 


T = I Z 9 


i 


R ±C |l | v(t) 


Resposta Completa : Transitoria + Permanente 

i a 

depende das Fasores, 
FCP Admitancias 


Y(jco) = 4 - = G + jftC + - 1 


V 


]oL 


v n (t) = Re ( V 


P 


v(Y) — Aj c ^ V cos (cot + 0 — (/)) 


Oscilatorio : 


v(0 = V x e m <zos(CQ d t + 6 { ) + V cos (cot + 6-(f)) 
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Circuito RLC 


Transitorio com Excitagao Senoidal 



Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.6 




















Soma de 2 senoides de frequences 
prox mas: ^1 ~ ^2 





► 


Periodo de Batimento 


Resultado: Senoide de frequencia 

com Envoltoria: Senoide de frequencia 



Frequencia de Batimento: 


CO J — 0) 2 
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Z(jco) — R + jcoL + — 


jcoC 


z 

- V 

^R 2 + (o)L - 1/coC) 2 

<|) = arc 

tg [ ( a>L - 1/toC )/R ] 


Para co = coo = 1 /VLC 

/v yv 

(|) = 0 —> I e V em fase 

Z = R —» impedancia puramente 

resistiva 


max 


—> resposta maxima permanente 


A 

T — 

yv 

E s 


X — 

Z 
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Introdugao a Transformada de 

Laplace 

Solugao de Circuitos no Dominio do 

Tempo -> 

• Equagoes nao-homogeneas apenas 
alguns tipos de excitagao 

• Redes de ordem mais alta -> sistemas 
de equagoes mtegro-diferenciais 

• Problema de descontinuidades ^ 
imposigao de condigoes iniciais 
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INTRODUQAO A TRANSFORMAQAO 

DE LAPLACE 

Agdes da Transformada de 

Laplace: 

Derivadas -» Multiplicacoes 
Integrals -» Divisoes 

Equacoes integro-diferenciais equacoes 
algebricas no campo complexo 

Solucao no Domi'nio da Frequencia 
Complexa 

Anti-transformada -» solucao da equagao 
diferencial 

Inclui o problema do valor inicial 
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Pierre Simon, marques de Laplace 



• Frances (Normandia, 1749; Paris, 
1827) 

• Lider em Fisica-Matematica 

• Ministro do Interior no imperio de 
Napoleao e marques na 
restauragao dos Bourbons 

• Obra mais importante: Mecanique 
celeste 

• Importante trabalho em 
astronomia, calculo integral, 
equagdes diferenciais e teoria das 
probabilidades. 
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Transformada de Laplace 

f(t) -> fungao real ou complexa 
definida em [ 0, °o ) 


*[f (t) ] = 


/•OO 

Jo 


e st f(t) dt 


Transformagao Integral 


s = a + j co 


(variavel complexa, 1/seg) 


F(s) = X [ f (t)] 


t 




Domfnio do tempo Dornmio da frequencia 

complexa 
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Fungoes X- transformaveis 


Condigoes suficientes: 

f(t) —> continua e integravel em 
intervalos 

f(t) —> ordem exponencial 


i.e. se 


fit) < A.e 


at 


para 0- < t < °° 


A, a reais 


ou seja, 3 lim e Sq1 . f ( t ) 
para algum valor de s 0 

So —*■ abcissa de convergence 


=> a integral e convergente para 
Re [s] > Re [s 0 ] 
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Regiao de Convergencia 


Plano s 


s = a + ,i(o 


jco* 



o = R e [s] 


So^ abcissa de convergencia 


/•OO 

a integral J e~ st f(t)dt 


e convergente para Re [s] > Re [s 0 ] 
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Transformada de Laplace 

f+OO 

• 3 Transformada Bilateral : 

J —oo 


• Unilateral -» mais apropriada para 
Circuitos 


Fungoes nao £- transformaveis: 


Ex. 


e 


t 


t 


t 


• Fungoes com impulso ou 
descontinuidade em t=0 

Integral inclui, pois e tomada de t=0- 


• Anti-transformagao: 

~[F(S)] = f(tT 

Unicidade ! 
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Transformada de Laplace 

/•OO 

X[f (t)] = J o e~ sr f(t) dt 

S = O + j CO 

F(s) = X [ f (t)] 

Linearidade: 

XfCi.f ! (t) + c 2 . f 2 (t) ] = 

Cl. F^ (s) + c 2 . F 2 (s) 

Ci,c 2 constantes 
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Transformada de Laplace de Fungdes 


fit) 

Fis) 

Hit) 

1 


5 

at 

1 

e 

s-a 


CO 

sen (O t 

9 9 


S + CO 


s 

cos CO t 

9 9 


s + CO 

S(t) 

1 
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Formulas de Euler-Moivre e 
Representagao Grafica de Complexos 
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Teorema da Derivada da 
Transformada de Laplace 

X[f (t)] = F(s) => 

£ [ t. f (t) ] = - _d_ F(s) 

d s 

Aplicagao para a fungao degrau: 

£ [ H (t) ] = 1 / s 
£ [ t. H (t) ] = 1 / s 2 

£ [ t 2 . H (t) ] = 2 / s 3 

■ 

■ 

■ 

£ [ t n . H (t) ] = n ! / s n+1 
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Translacao no Campo 
Complexo 


X [ e‘ al . f (t) ] = F(s+a) 


Multiplicagao de argumento 
por constante 


X [ f (cot) ] = J_ . F( s / co ) 

co 


Transformada de fungdes 
period cas 


X[f (t) 1 = TIT 7 L e ■ f(t)dt 
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Exemplo de Calculo com o MATLAB 

(Tool Kit Symbolic) 

» syms a s t w 
»f=exp(-a*t)*cos(w*t) 

f = 

exp(-a*t)*cos(w*t) 

» L=Laplace(f,t,s) 

L = 

(s+a)/((s+a) A 2+w A 2) 

» pretty(L) 

s + a 

(s + a)2 + w2 
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Teorema da Derivada 

X[f(t)] = s. F(s) - f (0.) 

X [ f (t) ] = s 2 . F(s) - s.f (0.) - f (0.) 

X[f (n) (t)] =s n . F(s)-s n1 .f (0.)- 
-s n ‘ 2 . f(0-)- ... - f (n_1) (0-) 

Caso Particular: c.i.q. 

X[f(t)] = s. F(s) 

£ [ f <n) (t) ] = s n . F(s) 
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Teorema da Integral 


r[i 

" f(t)dt\= ^ += 

"°° j s 

\°~f(T)dT 

—oo 

Caso Particular: c.i.q. 

X 

j f ( V dr = () 
y °- j .v 
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Transformada de Laplace 


V (s) = X [ v (t) ] 
I (s) = X [ i (t) ] 


V (s) = s L l(s) - L i (0-) 


Fluxo em t=0. 


Indutor 
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Transformada de Laplace 
Capacitor n 


i(t) = C 




V 


I (s) = X [ i (t) ] 

V (s) = X [ v (t) ] 

I (s) = s C V(s) - C v (0-) 

'-y—' 

Carga em t=0. 
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Inversao da Transformada 
de Laplace 


Anti-T ransformada: 


f (t) = X-i [ F(s) ] 


Unicidade : f (t) <—> F (s) 


r 


1°. Metodo < 


v. 


• Tabelas 

• Linearidade 

• Teoremas 


2°. Metodo : Formula de inversao 


1 

f (t) = — f . F(s) e ds 
271) Ja 'J 00 


integral sobre a reta s=g 
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Inversao da Transformada 
de Laplace 

3°. Metodo : Anti-transformagao 
de Fungoes Racionais 

p( s ) - N(s) _ b„s m + b|S^ 1 +...+b m _, + b m 
D(s) cIqS + d[S +.. ,+cl n j + cl n 

aj , bj e 5K a 0 , b 0 ± 0 

Forma Fatorada: 


ri (s ■ z) 

F(s) = K. -fi- 

n (s - Pk) 


K = fator de escala (ganho) = — 

a o 

Zi zeros (i = 1,2,....m) 
p k ^ polos (simples ou multiplos 
(k= i ,2,...n) 1 reais ou complexos 
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Diagrama de polos e zeros de 
Fungoes Racionais 



10.(s 2 + 3s +2) ^ (s + l)(s + 2) 

s 4 + 2s 3 + 2s 2 " s 2 [(s + l) 2 + l] 


• um polo duplo na origem: Pi ,2 = 0 

• dois polos complexos conjugados: P 3,4 = (-1 ± j 1) 

• dois zeros simples: Z\ = -1; Z 2 = -2 

• fator de escala: K = 10 


K = 10 




a 



r x -> polos 
0 -> zeros 
(m) ^ 

multiplicidade 
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Anti-transformagao de 
Fungdes Racionais 

F( S ) _ N ( s > _ b 0 s m + b 1 s m ~ 1 +...+b m _ 1 + b, 
D(s) a 0 s + SjS +...+a n _j +a n 

Propria : m < n 

J Estritamente propria : m < n 
1 a 0 = 1 polinomio D(s) e monico 


Expansao em Fragoes Parciais: 


q m k 

F(s) = 2lA kJ 


k=l j =1 


1 

(s - p k y 


A kj = residuos - coeficientes a determinar 
p k = k-esimo polo 

m k = multiplicidade do k-esimo polo 

(mi + m 2 + ...+ m q ) = n = grau de D(s) 
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Anti-transformagao de 
Fungoes Racionais 

Expansao em Fragoes Parciais: 



Anti-transformar termo a termo: 


X - 1 


1 


(s - p k ) J 


t 


j-i 


,Pkt 


(j-1)! 


Derivada da Transformada 
» Translagao no campo complexo 
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Contribuicao de Polos 
Complexos 


A k e Pkt + A k e Pkt 


= 2 95e [A t e Pl, l 


1°. caso 

Resfduo : A k = A 


j k 


Polo : 


P k = + J 


2 9ie 

A k 

= 2 

A k 

e 0 * 1 cos (ct ) k t + 0 k ) 



2°. caso 

Resfduo : A k = A k + j A k 
Polo : Pk = ^k + j 


2^e[A k e Pk '] = 


2 e* 711 ' [A k cos (co k t) - A k sin (*w k t)| 
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Polos Multiplos - Exemplo 




Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.7 


















Transformada de Laplace 

Exemplo 1 

20 s 2 + 60 s + 40 

2 S 4 + 4 s 3 + 4 s 2 


Expansao em Fragoes Parciais: 



An = 5 A-| 2 = 10 

A 2 = 2,5 (-1 + j) A 2 * = 2,5 (-1 - j) 

Anti-transformada: 

5 + 10 t + 5 a/ 2 e 4 cos (t + 135°) 

ou 

5 + 10 t - 5 e' 1 [cos t + sin t] 
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Transformada de Laplace 

Exemplo 2 

s 4 + 5s 3 + 4 s 2 + 3s + 1 
s 3 + 3 s + 2 s 


Expansao em Fragoes Parciais: 




Anti-transformada: 


S'(t) + 2 £(t) + 0,5+2 e t - 6,5 e' 2t 
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PROGRAMA DE MATLAB PARA 
CALCULO DE POLOS, ZEROS E 
RESIDUOS DE FUNQOES 
RACIONAIS 


LQO, 08/2005 


%arq. polres.m 


% Vetor dos coeficientes do numerador: 
num = [-4 -1 1]; 

% Vetor dos coeficientes do denominador: 
den = [1 32 0]; 

% Calculo dos polos (p), resfduos (R) e termos em 
potencias de s (k) 

% (estes ultimos no caso de fungoes nao 
estritamente proprias): 

[R, p, k] = residue(num, den) 



-4s 2 - +1 

s 2 + 3.v 2 + 2.v 
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Decomposigao de fungao racional 
atraves do MATLAB 

Resultados: 

» polres 

R = 

-6.5000 

2.0000 

0.5000 

P = 

-2 

-1 

0 

k = 1 2 


21 + -^- + —— - 

s ( s + 1 ) (s + 2) 


Ai = 0,5 A 2 = 2 A 3 = -6,5 
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DESCRIQAO ENTRADA-SAIDA DE UM 
CIRCUITO RLC , LINEAR E 
INVARIANTE NO TEMPO 


u(t) 



u(t) = entrada ou excitagao (causa) 
y(t) = safda ou resposta (efeito) 

A descrigao entrada-saida deste circuito 
sera uma equagao diferencial a 
coeficientes constantes, relacionando 
u(t), y(t) e suas derivadas 


Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.8 









Respostas dos Circuitos 


U(t) 

excitagao 



y(t) 
-► 

resposta 


condigoes iniciais 


y(t) = Livre + Forcada 

(entrada (estado 
zero) zero) 

c.i.q. 


y(t) = Transitorio + Permanente 

I 

(tende a zero para t —► 00, 
nos circuitos assintoticamente 
estaveis) 


y(t) = resposta completa 
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Resolucao de Circuitos 


u(t) 

mmmm 

y(t) 

W 

excitagao 


w 

resposta 


Modelo matematico 
equagao diferencial 


y {n \t) + a l y {n L> (t)+...+a n y(t) - u(t) 


in- 1) 


Condigoes iniciais 

y(0_) = a 0 
y(0_) = a 1 


y (n ~ l) (0_) = a n _ l 


Resolugao 




Transformada de Laplace 
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£ [y {n) {t) + a l y {n - l) {t)+...+a n y{t)] - 

£ [ u ( t) ] 


Teorema da Derivada: 



X [ resposta em X [ resposta em 
estado zero] entrada zero] 


D(s]— *• polinomio caracteristico (monico !) 
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Teorema da Derivada 

X[f(t)] = s. F(s) - f (0.) 

X [ f (t) ] = s 2 . F(s) - s.f (0.) - f (0.) 

X[f (n) (t)] =s n . F(s) - s n_1 .f (0.) - 
-s n ‘ 2 . f(0-)- ... - f (rv1) (0-) 

Caso Particular: c.i.q. 

X[f(t)] = s. F(s) 

£ [ f <n) (t) ] = s n . F(s) 
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Fungao de Rede 



G(s) 

Y(s) 

" U(s) 

c.i.q. 

ou 

G(s) -- 

Ysz(s) 

U(s ) 
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P. V. I. 

Equagoes diferenciais lineares a 
coeficientes constantes 
+ condigoes iniciais 

(domfnio do tempo) 


I* 
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G(s) 

FUNQAO DE REDE 

ou 

Fungao de Transferencia 

ou 

Fungao de Sistema 


E(s) 



Ysz(s)=G(s).E(s) 


Resposta Forgada (Estado Zero) => c.i.n. 
y sz (t) = X - 1 [ Ysz(s) ] 




y sz (t) 

—► 
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FUNQAO DE REDE 



K = 10 



► a 


F(s)= 10 


s 2 +3^ 

s 4 +6s 3 + 14s 2 + 14s + 5 


Representagao grafica no 
piano s = a + jco 
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Resolucao de Circuitos 

Modelo matematico —► 
equagao mtegro-diferencial 


y(t) + a 1 y(t) + a 2 \ y(A)dA = u(t ) 

J — oo 

y(0_) = tf 0 


Teorema da Integral 


sF(s) - a 0 +a l Y(s ) + 




1 1 ro 

— FO) + —[ y(A)dA 
s s J ~°° 

- - l ) 


= U (s) 


Y 

a 


-i 
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Obtendo Y(s) : 


Y(s) = 


sU (s) 


s +a l s + a 2 


+ 


sa 0 -a 2 a x 
s +a { s + a 2 




V 

£ [ resposta em 
estado zero] 


J V. 


J 


~Y - 

£ [ resposta em 
entrada zero] 


Polinomio caracterfstico: 


D(s) = s 2 +a l s + a 2 


Fungao de Rede: 


G(s) = - --- 

^ +a l s + a 2 
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Teorema da Integral 


• Para integral de -°° a t : 


X _ 

f°- 

m "l F(s) f 

J \X) MX ~ I 

J ^° J s s 

• Para integral de 0. a t : 

X 

J /(T) dr - () 

L*'°- J 5 
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Calculo das Fungoes de Rede 


SO PARA REDES LINEARES 
INVARIANTES NO TEMPO 


Aplicar a transformagao de Laplace a uma 
descrigao entrada-safda da rede, com 
condigdes iniciais nulas 

Tipos de descrigao entrada-safda: 

a- Equagao diferencial linear, a 
coeficientes constantes 

b- Equagao mtegro-diferencial linear, 
a coeficientes constantes 

c- Sistemas de equagoes diferenciais 
lineares a coeficientes constantes 
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REPRESENTAQAO ENTRADA-SAIDA 


al - Por equacao diferencial sem 
derivada no segundo membro: 

y (n \t) + a 1 y {n ~ l \t) + --- + a n _ 1 y(t) + a n y(t ) 
= u(t ) 

condi£6es iniciais nulas! 

X 


FUNQAO DE REDE: 


G(s)= 


1 


n . n —1 . . . 

s +a\S H-1- a n _\S + a n 


EQUAQAO CARACTERISTICA: 

D(s) = s n +ai s n ~ l H s + a n =0 

POLOS DE G(s) = ZEROS DE D(s) 
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REPRESENTAQAO ENTRADA-SAIDA 


a2 - Por equagao diferencial com 
derivada no segundo membro: 


r 


< 


v 


y (n \t) + a 1 y (n l \t) + ---+a n _ 1 y(t) + a n y(t) = 

=b 0 u ( ' m (0 + (0 + • • • +b m _\u(t ) + b m u{t) 

condigoes iniciais nulas! 



FUNQAO DE REDE: 


G{s) = b Q s m +b x s—+- + b m _ x s + h 


m —1 


m 


n , «—1 , , , 

S + di S H-h <2^ S + <2^ 


EQUAQAO CARACTERISTICA: 

D(s) = s n +aj s w_1 H-ha, ( _ L s + a n =0 

POLOS DE G(s) = ZEROS DE D(s) 
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REPRESENTAQAO ENTRADA-SAIDA 
b - Por equacao integro-diferencial: 

y(t) + a x y(t) + a 2 [ y(A)dX = u(t ) 

J —oo 

cond^oes iniciais nulas 

x l 

FUNQAO DE REDE: 

G(s ) = ---- 

s +a l s + a 2 

EQUAQAO CA RA CTERIS TIC A: 

D(s ) = s 2 + a Y s + a 2 = 0 
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REPRESENTAQAO ENTRADA-SAIDA 

c - Por sistema de equacoes 
diferenciais: 

Exemplo de 2a. ordem: 


(a n .D+b u )y l +(a l2 .D + b l2 )y 2 =u l 


< 


(a 2l .D+b 2l )y l +(a 22 .D + b 22 )y 2 =u 2 


V 


onde D = d /dt e o operador de 
derivagao. 


Agora ha 4 -lingoes de Rede : 


Y,(s) / U](s) Yj(s ) / U 2 (s) 

Y 2 {s) / Uj(s) Y 2 (s ) / t/ 2 (s) 


A equagao caracteristica e: 


£>(*) = 


an^ + ^ii 
« 21 5 + ^21 


a 12 s + 6 12 
a 22 s + ^22 
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Procedimento para a obtencao da 

Fungao de Rede 


1- Escrever a equagao do circuito 

(relagao entrada-saida entre y(t) e u(t) ) 

- Equagao diferencial ordinaria 

- Equagao mtegro-diferencial 

- Sistema de equagoes diferenciais 

2- Aplicar Laplace com condigoes iniciais 
nulas 

3- Resolver com relagao a Y(s) 

4- Determinar a relagao: Y(s) / U(s) 
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TEOREMA DO VALOR INICIAL 


Se F(s) = £ [ f{t) ], vale 
lim [ s F(s) ] = lim f(t) = f{ 0 + ) 

S—> 00 t —> 0 + 


TEOREMA DO VALOR FINAL 


Se F(s) = £ [ f(t) ], vale 
lim [ s F(s) ] = lim f{t) 

S^O t 00 


Nota: 

Os dois teoremas sao fracos! So 
valem se existirem os limites indicados! 
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Exemplo dos Teoremas dos 
valores inicial e final 


t: = 0 , 0.05, 20 


r(s): 


s + 3s + 2 
s 4 +5S 3 + 3s 2 + 2s 


y(t ): = 1 - 0,11.exp(-4, 4.t) - 0,89.exp(-0,29i).cos(0,61 .t) + 
+ 0,44.exp(-0, 29.t).sen(S), 61 .t) 



y(0 + ) = lim s.F(s) — 0 


y(°°) = Yuns. F(s) = 1 

S—> oo 


5^0 
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m 


ei 


9-e 1 

> 1: 

1 

' ii 

=1 < 




1 a . L. K. : 



Em Laplace: 



£,(*) = 


I s (s) 1 MKCOJ 

[(l-^i+d-g)] [(l-^s+a-g)] 



Para j3 = 1 e g = 1 => D(s) = 0 
Se Is (s) = 0 => oo solugoes 
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INTEGRAL DE CONVOLUQAO 

Fungoes fi(t) e definidas em (- 00 , 00 ) 
Convolucao : (/) * f 2 )( t) ou fi(t)*f 2 (t) 

f 3 (t)=m *m = i:„f l a).f 2 (t-A)dA 

onde 

t = variavel "externa" 

A = variavel "interna", ou de integragao 

Para funcoes causais (nulas para t<0) : 

Ver: www.jhu.edu/-siqnals/ 
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PROPRIEDADES DA CONVOLUQAO 

a) COMUTATIVA 

m * w) = m * m 

b) DISTRIBUTIVA 

fi *(f2 + f 3 ) = fi*f 2 + fi*f 3 

c) ASSOCIATIVA 

(fi *f 2 )*f 3 =fi*(f 2 *f 3 ) = fi*f 2 *f 3 

d) ELEMENTO IDENTIDADE 
s(t), pois m * s(t) = m 
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TRANSFORMADA DE LAPLACE DA 

CONVOLUQAO 

Se forem 

S^X [ Sl (t)\ 

S 2 (s)=X [ s 2 {t)] 

valem: 

X [ s ? (0 * s 2 {t)] = S/(s) . S 2 (s) 
X- 1 [S 1 (s).S 2 (s)]= s,(0 * s 2 (t) 


A transformacao de Laplace transforma 
a convolugao em produto! 
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RESPOSTA IMPULSIVA 

g(t) -> Resposta da rede ao impulso 
unitario em c.i.n. 

g(t) =£-' [ G (s) ] 

Resposta da rede (em c.i.n.) a qualquer 
excitacao u(t): 

y(t) = g (t) * u (t) 

ou 

y(t) = £-' [ g (s). u (s) ] 

y(t) resposta forgada ou resposta em 
estado zero da rede 
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RESPOSTA IMPULSIVA 

E a resposta de uma rede excitada por 
um impulso unitario, a partir de condigoes 
iniciais nulas: 


S(t) 

REDE 

9(t) 


(c. i. n.) 

-P 



Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.8 

















Resposta Impulsiva de um circuito 
sub-amortecido (oscilatorio) 

a = 0,1 seg' 1 e coq = 1 rad/s 


G(s) = 


1 

s + 0.2 s +1 


g(t) = 1,005.exp(-0,1 .t).sen(0,995.t) 



Curso de Circuitos Eletricos, L.Q.Orsini e D. Consonni, Cap.8 

















Resposta Impulsiva de um circuito 
em amortecimento critico 

a = 1 seg' 1 e <a 0 = 1 rad/s 


G(s) = 


1 

(5 + 1) 2 


g(t) = t.exp(-t) 
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Resposta Impulsiva de um 
transformador ressonante 
(4 FCPs complexas) 


S(t) 

REDE 

9(t) 


(c. /'. n.) 

-P 


S(t) 










: : 














; ; 

; : 


; i 











Impulso: lOpcoulomb 

































































































Os 2i 

JS 


4l 

JS 

6i 

JS 

8l 

JS 

10us 


o 1 ( 12 ) 

Tine 


9(t) 
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FUNQAO DE REDE 

G(S) = Y( S ) / U(S) I c.i.n. 

G(s) = Ysz / U(s) 

G(s) = X[g(t)] 

RESPOSTA IMPULSIVA 

y (t) para u(t) = 8 (t) I c .i. n 
g(t) = £ _1 [ g (s) ] 

RESPOSTA EM ESTADO ZERO 


y S z(t) = g ( t ) * u ( t ) 
y sz (t) = X " 1 [ G (s). U (s) ] 

RESPOSTA COMPLETA 

Estado zero (forgada) + 

Entrada zero (livre) OU 

Transitoria + Permanente 
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FUNQAO DE REDE E 
REGIME PERMANENTE SENOIDAL 


U(s) 



/fs) = G(s).U(s) 


FUNQAO DE REDE : G(s) = Y(s) / U (s) | c .i.n. 
y(t) = X - 1 [ G (S) . U (S) ] 

i 

resposta forcada (transitorio + 
permanente) 
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FUNQAO DE REDE E 
REGIME PERMANENTE SENOIDAL 


TEOREMA IMPORTANTE: 

RPS s —> co 


U 





Y=G(jco).U 


y(t ) = Re[ Y.e‘ a ] 


► 


resposta permanente 
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Calculo da Resposta em Regime 
Permanente Senoidal 

• Excitagao senoidal com frequencia © 

• Todos os transitorios decaem a zero 

• Na expressao G(s) = Y(s) / U (s) 
substituir: 

U(s ) por U 

A 

Y(s ) por Y 
G(s ) por G{jco) 


Y sera o fasor da resposta em 
R.P.S. do circuito 
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Fungao de Rede e 
Regime Permanente Senoidal 



Fungao complexa 

Pode ser representada por duas curvas: 
1- Curva de Resposta em freqiiencia 


2- Ci 



0(a)) = a.rg[G(jco)\ x co 

G(jCO) = M(0)).e ma) 
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4 00mV-r 
m 

6 

d 

u 

1 

o 

300mV- 


200mV- 


lOOmV- 


>> 

ov- 


Funcao de Rede e Regime 
Permanente Senoidal 


Exemplo - Circuito de 2 a . ordem 




Frequency 


M(to) e <Kg>) 
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Fungao de Rede e Regime 
Permanente Senoidal 

Exemplo - Filtro Passa-Faixa 


Filtna Passa Faixa de. Buttenoorth 


1 . 2 

0 . R1 0 

— va - 

r 


. . 3 . . . . 

CS2 . o . LS2 

-II - 1 




177 6u 0:119m 


VF 


© 


Vj^MP Lt 1 
PHASE=Q 


. . U 

0.355m 


Cl. 
59 4u 


. . L3 
0.355m 


" 1 " 


C3. 
59 Ai 


F2 

1 


Frequency 


M(co) 


<M®) 
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Fungao de Rede e 
Regime Permanente 

Entrada : es(t) = cos(501) 



15.0s 15.5s 16.0s 16.5s 17.0s 17.5s 18.0s 18.5s 19.0s 19.5s 20.0s 

□ V(V1:+) 


Time 


Saida : 



o I (Rl) 

Time 
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Fungao de Rede e Regime Permanente 


Exemplo de Circuito de 2 a . Ordem 



Fungao de transference 


G(s) = 


V,(j) 



sL j + 


S C X R 3 

sC^ R 3 
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Graficos da Resposta em 
Frequencia G(jui) obtidos com o PSPICE 




Frequency 

/„ = 160 Hz 
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Programa em Matlab para construgao 
dos graficos de entrada e sai'da 

%arq. resperm.m (30/11/08) 
t=0:0.0001:0.05; 
pi=3.1416; 

vl =10*cos(100*pi*t)+10*cos(320*pi*t)+10*cos(700*pi*t); 
v2=0.3*cos(100*pi*t+0.5*pi)+10*cos(320*pi*t)+0.6*cos(700*pi*t-pi/2); 
subplot(2,1,1) 

piot(t,v1), grid on, title('Tensao de entrada') 
subplot(2,1,2) 
grid on 

plot(t,v2), grid on, title('Tensao de saida') 


Entrada : Composigao de 3 co-senoides 
Amplitude :10V- Frequences: f 0 e f 2 


Tensao de entrada 



Saida ~ co-senoide 
Amplitude :10V- Frequencia f 0 
Efeito de Filtraqem ! 
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